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SUMMARY 
A synchronous motor with ferrite permanent magnet rotor is a good solution for small pump applications. Strontium-

ferrite based permanent magnets are attractive for application in electric machines due to several reasons. Their price is 
relative low. They are chemically inert, which make them suitable for application in aggressive environments. Strontium-
ferrite magnets have high specific electric resistance, so they do not experience thermal problems due to eddy-current 
losses. On the other side, their low residual flux density imposes the need for special machine construction when high air-
gap flux density is needed. It also has some drawbacks. The most important of them seems to be its inability to start 
directly on the mains, Permanent magnet motor has to by equipped with an electronic circuit for direct starting, which 
increases motor price. Another drawback is the torque ripple for the non- harmonic supply. This paper shown analytical 
calculation of the torque ripple of the small permanent magnet motor, which does a triac converter supply. The converter 
forms a two supply triacs in each phase of motor, connected on one-phase 50Hz mains. 
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1. ÚVOD 
 

Malé vodné pumpy výkonu do 100 W majú 
veľké využitie v priemyselných, ale aj neprie-
myselných aplikáciách. Príkladom sú chladiace 
obvody priemyselných zariadení, automobilový 
priemysel ale aj ústredné kúrenia, práčky alebo 
umývačky riadu. Ako pohonný motor slúži buď 
jednofázový asynchrónny motor pracujúci 
v otvorenej regulačnej slučke napájaný priamo 
z jednofázovej siete, alebo jednosmerný motor 
v prípade automobilov. 

Obidva prvky, motor aj pumpa sú najčastejšie 
vyrábané ako samostatné prvky, pracujúce na 
spoločnom hriadeli. Nevýhodou je, že časom sa 
poruší tesnenie pumpy a dochádza k únikom 
kvapaliny. V prípade, že je motor a pumpa na 
jednom hriadeli, unikajúca kvapalina vniká do 
vzduchovej medzery motora a spôsobuje poruchu 
motora. Pre takéto prípady porúch sa rotor aj stator 
obaľuje antikoróznou látkou, ktorá chráni vinutie, 
ako aj plechy magnetického obvodu. Obalová látka 
však spôsobuje v motore jednak prídavné straty, ale 
aj na druhej strane vyžaduje zväčšenie vzduchovej 
medzery, čo má za následok zhoršenie účinnosti, ako 
aj samotných parametrov motora. 

Únik kvapaliny, ako aj problémy s účinnosťou 
indukčného motora mali za následok hľadanie inej 
koncepcie pohonného motora púmp. Takouto sa javí 
koncepcia, v ktorej je rotor motora súčasťou pumpy 
a je ponorený v pumpovanej kvapaline. Pri tomto 
riešení je rotor často ponorený do chemicky 
agresívneho prostredia. Klietkový rotor asynchrón-

neho motora v takomto prípade neprichádza do 
úvahy. Na takéto aplikácie sa veľmi dobre hodia 
rotory s feritovými permanentnými magnetmi. 
Stroncium-feritové permanentné magnety sú 
chemicky inertné a tým použiteľné v aplikáciách 
s agresívnym prostredím.  
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Obr. 1  Motor s vodnou pumpou 
Fig. 1  Motor with water pump 

 
Z elektrického hľadiska majú stroncum-feritové 
magnety veľký špecifický odpor, čo má za následok  
minimálne straty vírivými prúdmi. Umožňujú 
konštrukcie strojov s veľkou vzduchovou medzerou, 
čo je pri konštrukciách s „mokrým rotorom“ 
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žiadúce. Na obrázku 1 je znázornená spojenie 
motora a vodnej pumpy. 
 
2. KONCEPCIA MOTORA 
 

Na obrázku 2 je uvedené konštrukčné usporia-
danie dvojfázového synchrónneho motora 
s permanentným magnetom na rotore. Stator je 
tvorený magnetickým obvodom zloženým 
z magnetických plechov. Po vnútornom obvode je 
v drážkach uložené koncentrické dvojfázové vinutie. 
Rotor je tvorený permanentným magnetom, ktorý je 
magnetovaný tak, že po jeho obvode sú vytvorené 
dva magnetické póly. Predpokladáme, že vinutia sú 
identické. Elektromagnetický moment je vytváraný 
vzájomnou interakciou medzi statorovým prúdom 
a rotorovým magnetickým poľom. Elektromag-
netický moment je určený časovým priebehom 
statorového prúdu a elektromotorickým napätím 
indukovaným od premenlivého magnetického toku 
rotora. 

 

 
 

Obr. 2  Rez motorom 
Fig. 2  Cross-sectional wiew 

 
Priebeh statorového indukovaného napätia 

jednotlivých fáz má harmonický priebeh. 
Matematicky je možná jeho náhrada sinusovou, 
resp. kosinusovou funkciou. 

 
 

3. TRIAKOVÝ MENIČ 
 

Pre vytvorenie dvojfázového napájacieho 
systému napätí je pre jednoduchosť a veľmi nízke 
zaobstarávacie náklady použitý najjednoduchší 
triakový menič. Tento pozostáva v z dvoch triakov, 
po jednom v každej fáze, tak, ako je to uvedené na 
obrázku 3. Triaky sú riadené z mikropočítačového 
čípu, ktorý je synchronizovaný na vstupné napájacie 
napätie. Triak zabezpečí frekvenčný rozbeh tak, že 
zo sinusovsky vstupného napájacieho napätia sú 
vyberané polvlny napätia, aby sa vytvorilo 
frekvenčne premenlivé po frekvenčných skokoch sa 
meniace napätie.  

 

 
Obr. 3  Triakový menič 
Fig. 3  Triacs converter 

 
Pretože záťažový moment pumpy v oblasti 

malých rýchlostí je minimálny, pre rozbeh nie je 
potrebný veľký dynamický moment. 

 
 

4. MATEMATICKÝ MODEL MOTORA 
 
Matematický popis dvojfázového synchrónneho 

motora je oveľa jednoduchší, ako trojfázového 
s ohľadom na fakt, že vinutia sú ortogonálne, a tým 
magneticky od seba nezávislé. Matematicky popis sa 
zúži na jednofázovú verziu.  

Na obrázku 4 je uvedená jednofázová náhradná 
schéma motora takéhoto motora. 
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Obr. 4  Jednofázová náhradná schéma 
Fig. 4  Per-phase equivalent circuit 

 
Predpokladáme, že vinutia sú identické 

a magneticky symetrické. Okamžitá hodnota 
príkonu je vyjadrená vzťahom: 

1 1 2 2p u i u i= +  (1) 

Tento pozostáva z troch častí: 

j m ep p p p= + +  (2) 
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Kde: 
( )2 2

1 2jp R i i= +  - predstavuje straty v statorovom 
vinutí; 

1 2
1 2

d d
d dm

i i
p L i i

t t
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 - predstavuje jalový výkon; 

1 1 2 2ep e i e i= +  - prestavuje elektrický výkon stroja; 
Konštanty ,R L  sú odpor statorového vinutia, resp. 
synchrónna indukčnosť. 
 
Elektromagnetický moment stroja je možné určiť 
z elektrického výkonu a rýchlosti motora podľa 
vzťahu: 

1 1 2 2ep e i e i
m

ω ω
+

= =  (3) 

Pre výpočet okamžitej hodnoty momentu stroja je 
potrebné vypočítať priebehy okamžitých hodnôt 
fázových prúdov. Tieto je možné určiť 
z napäťových rovníc stroja: 

1
1 1 1

2
2 2 2

d
d
d
d

i
u Ri L e

t
i

u Ri L e
t

= + +

= + +
 (4) 

V ustálenom stave je možné pokladať rýchlosť 
motora za konštantu. Riešenie rovníc sa zjednoduší, 
ak nahradíme čas napäťových rovniciach (4) 
polohou rotora. Napäťové rovnice v tomto prípade 
nadobudnú tvar: 

1
1 1 1

2
2 2 2

d
d
d
d

i
u Ri L e

i
u Ri L e

ω
θ

ω
θ

= + +

= + +
 (5) 

Kde: θ  je uhol polohy rotora. 
 
Vnútorné indukované napätia jednotlivých fáz sú 
harmonické funkcie a matematicky je ich možné 
vyjadriť: 

( )
( )

1

2

.sin

.cos

e E

e E

θ γ

θ γ

= −

= − −
 (6) 

Kde: E je maximálna hodnota indukovaného 
napätia. 
 
5. PRIEBEHY VÝSTUPNÝCH NAPÄTÍ 

Z MENIČA 
 

Predpokladáme, že triaky sú ideálne spínače. 
V ustálenom stave je triak 1T  plne otvorený. Na 
fázu 1 je pripojené plné sieťové napätie. Triak T1 
plní funkciu meniča len počas rozbehu. 
Predpokladáme, že napájacie napätie je harmonické, 
takže môže byť vyjadrené vzťahom: 

1 .sinmu U θ=  (7) 

Kde: tθ ω=  je uhol vyjadrujúci polohy rotora 
motora. mU  je maximálna hodnota napätia siete. 

Naproti tomu triak T2 je v ustálenom režime napol 
otvorený. T2 pracuje s uhlom fázového riadenia 

90α ≈ o . Pripojené napätie nadobúda hodnoty: 

2

0 pre
u

u pre
β π θ α

α θ β
− ≤ ≤⎧

= ⎨ ≥ ≥⎩
 (8) 

Kde: β je uhol vypnutia triaku. 
Tvar napätia 2u môžeme matematicky vyjadriť 
pomocou Fourierovho rozvoja v tvare: 

( ) ( )

1 1

2

2

cos sin

cos sinm
k k

k

a b
u U

a k b k

θ θ

θ θ
∞

=

+ +⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬+⎡ ⎤⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∑

 (9) 

Kde koeficienty Fourierovho radu je možné 
vypočítať: 

( )2 2
1

1 sin sina β α
π

= −  

( )1
1 sin cos sin cosb β α β β α α
π

= − − +  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
1 cos 1 cos 11 1 1
12 cos 1 cos 1

1

k

k

k k
ka

k k
k

α β

π α β

+
⎧ ⎫− − − +⎡ ⎤⎣ ⎦⎪ ⎪+ − ⎪ ⎪−= ⎨ ⎬
⎪ ⎪+ − +⎡ ⎤⎣ ⎦⎪ ⎪+⎩ ⎭

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
1 sin 1 sin 11 1 1
12 sin 1 sin 1

1

k

k

k k
kb

k k
k

β α

π β α

+
⎧ ⎫− − − −⎡ ⎤⎣ ⎦⎪ ⎪+ − ⎪ ⎪−= ⎨ ⎬
⎪ ⎪+ − +⎡ ⎤⎣ ⎦⎪ ⎪+⎩ ⎭

 

Na obrázku 5 sú znázornené priebehy napájacích 
napätí jednotlivých fáz. Priebehy sú vypočítané 
pomocou uvedených analytických formúl. 
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Obr. 5  Priebehy fázových napätí 
Fig. 5  Phase voltage waveform 

 
6. VÝPOČET PRÚDOV A MOMENTOV 
 

Priebehy veličín motora boli vypočítané na 
základe nameraných veličín dvojfázového  
synchrónneho motora výkonu 80P W= , napájaného 
z jednofázovej elektrickej siete 230 / 50U V Hz= . 

Pri výpočtoch boli použité nasledovné 
parametre: 

160 3000 / min, 0, 46 , 80E V pri ot L H R= = = Ω  

u 1
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Vlastnosti prvej fázy 
 
Prvá fáza je napájaná plným napätím. Pre 

elektrický obvod fázy platí napäťová rovnica: 

1
1 1 1

d
.

d
i

u R i L eω
θ

= + +  (10) 

Analytickým riešením diferenciálnej rovnice 
dostávame výraz pre fázový prúd: 

( )

( )

1 2 2 2

2 2 2

.cos sin cos

.sin cos sin .
R
L

U Ei R L
R L

E R L C e
R L

θ
ω

γ θ ω θ
ω

γ θ ω θ
ω

−

−
= − +

+

+ +
+

 (11) 

V ustálenom režime je integračná konštanta: 

. 0
R
LC e

θ
ω

−
= . 

Okamžitá hodnota momentu prvej fázy sa vypočíta 
na základe priebehu prúdu a indukovaného napätia 
podľa vzťahu: 

1 1
1

e i
m

ω
=  (12) 

Na obrázku 6 sú uvedené priebehy okamžitých 
hodnôt veličín prvej fázy. 
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Obr. 6  Vypočítané hodnoty prvej fázy 
Fig. 6  Calculated quantities of the first phase 

 
Vlastnosti druhej fázy 
 

Triak druhej fázy pracuje s uhlom fázového 
riadenia 90α ≈ o . Uhol vypnutia triaku závisí od 
momentu, keď fázový prúd poklesne na nulu. 
Indukované napätie fázy a napájacie napätie sú 
v elektrickom obvode len počas vedenia triaka, to je 
v intervale vedenia ,α β . Priebeh indukovaného 

napätia počas intervalu ,α β  je možné taktiež 
vyjadriť Fourierovým rozvojom v tvare: 
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Kde koeficienty rozvoja sú dané výrazmi: 
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Pre elektrický obvod druhej fázy platí napäťová 
diferenciálna rovnica: 

2
2 2 2

d
.

d
i

u R i L eω
θ

= + +  (14) 

Jej analytickým riešením dostávame výraz pre  
fázový prúd: 
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V ustálenom stave je integračná konštanta 
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Obr. 7  Vypočítané hodnoty druhej fázy 
Fig. 7  Calculated quantities of the second phase 
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Okamžitá hodnota momentu druhej fázy je daná 
výrazom: 

2 2
2

e i
m

ω
=  (15) 

Na obrázku 7 sú uvedené priebehy okamžitých 
hodnôt veličín druhej fázy. 

Uhol vypnutia triaka β  musí byť vypočítaný 
z rovnice (15) numericky dosadením 2 0i = . 
 
7. VÝPOČET CELKOVÉHO MOMENTU 

MOTORA 
 

Celkový elektromagnetický moment motora je 
daný algebraickým súčtom momentov jednotlivých 
fáz: 

1 2m m m= +  (16) 
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Obr. 8  Priebeh celkového momentu motora 
Fig. 8  Total torque waveform of the motor 

 
Z priebehu uvedenom na obrázku 8 je zjavné, že 

priebeh elektromagnetického momentu je veľmi 
zvlnený. Druhá fáza prispieva k celkovému 
momentu stroja len veľmi málo. Prúd druhej fázy je 
silno vytláčaný rotorovým indukovaným napätím do 
oblasti prerušovaných prúdov. Uhol vedenia triaku 
je menší ako / 2π . 
 
8. ZÁVER 
 

V predkladanom príspevku je uvedená metodika 
výpočtu priebehov prúdov a momentov 
dvojfázového synchrónneho motora s permanent-
ným magnetom na rotore. Analytický výpočet 
priebehov veličín stroja dáva možnosť predvídať 
správanie sa motora ustálenom stave. Je možné 
predpokladať, že pri uvedenom zvlnení 
elektromagnetického momentu sa motor bude 
prejavovať zvýšeným hlukom. 

Z vypočítaných priebehov jednoznačne vyplýva, 
že momentový príspevok druhej fázy k celkovému 
momentu je zanedbateľný. Určitým riešením sa zdá 
byť nesymetria jednotlivých fáz, to znamená vinutia 
s rôznym počtom závitov, prípadne iný uhol 

otvorenia triakov. Všetky iné riešenia vedú ku 
komplikovanejším napájacím zdrojom, čo sa 
jednoznačne odrazí na cene celkového zariadenia. 
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