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SUMMARY

The place of generation of technologic heat is important applied criteria for classification of electric heating. According
to that, the direct heating is if the heat is generated directly in the heated material, or the indirect heating if material is
heated indirectly by the heat generated in conversion element. Possibilities of practical application of both methods are
typical for resistant heating. Considering indirect heating, the charge is out of influence of electromagnetic field, this directly
does not influence its temperature field. Temperature distribution in the charge volume depends only on its heat-physical
properties and conditions of heat exchange on surface, i.e. thermo kinetic processes. Fourier’s equation is applied in field
solution. Considering direct heating, temperature distribution in the charge volume is more complicated. It is conditioned by
interaction of temperature and electromagnetic field, which is generated by the current flowing in the charge. Solution of
temperature field in directly heated charge must for that reason respect current density distribution on its cross-section, this
leads to applying of heat conduction equation. We introduce its application for different types of temperature fields in the
solid charge in this article.
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1. UVOD

Analyza teplotnych poli v akomkol'vek prostredi
sa vSeobecne povaZuje za naro¢ni matematicko —
fyzikalnu ulohu. Zlozitost' rieSenia je podmienena
niekol’kymi okolnostami, pocinajuc nelinearitou
tepelne — fyzikalnych vlastnosti prostredia
(ohrievanej  vsadzky) akonéiac definovanim
podmienok jednoznacnosti rieSenej ulohy, vratane
hrani¢nych podmienok. Mnohé faktory ktoré ich
ovplyviiuju, robi spravny vyber podmienok casto
problémovym.

Z tepelnych technologii, v ktorych rozlozenie
teploty v objeme vsadzky treba zvlast’ poznat’, su to
predovsetkym roézne procesy tepelného spracovania.
Predmetnd poziadavka suvisi nielen s iroviiou
kvality realizovaného procesu (kvality vyrobku), ale
aj s mnozstvom uzitoéne spotrebovanej energie pri
tepelnom spracovani. Ak sa tieto procesy realizuju
na baze elektrickej energie, vzhl'adom na jej hodnotu
aspekt spotreby je o to aktualnejsi.

Aj pri Sirokom vybere fyzikdlnych metod
elektrickych ~ ohrevov,  voblasti  klasickych
elektrotepelnych technologii je trvale aktualny
priamy odporovy ohrev pre spracovanie pevnej
vsadzky. Pouziva sa najmid v dvoch smeroch. Pri
vyrobe grafitu akarbidu kremika (SiC) v tzv.
Achesonovych peciach, alebo v SirSom spektre pre
ohrev ocelovych polotovarov za ucelom kalenia,
kovania, ohybania, resp. pre mikké zihanie Cu —
pasov, drdtov apod. Zauzivany nazov pre tieto
technologie je elektrokontaktny ohrev.

Fyzikadlny princip akéhokol'vek priameho
odporového ohrevu je v znamom Jouleovom zakone.
Ak prostredim s konduktivitou y pretekd prud
s hustotou J, potom v objeme prostredia V sa
generuje tepelny vykon

szRlzzl-VJz [W] (1)

4

Tomu zodpovedd vykon v jednotke objemu, t.].
merny vykon elektrického zdroja

P, 1 .
g, =——=—-J? [W.m"] )
Vo y

Jeho pritomnost’ v priamo ohrievanej vsadzke
komplikuje ~ tvorbu  matematického = modelu
teplotného pol'a, najméd v pripade, ak je v objeme
vsadzky nerovnomerne rozlozeny. St to napr.
elektrokontaktné ohrievacky so striedavym zdrojom
pradu. Prevadzkové prudy radovo v kA generujii vo
vsadzke relativne silné elektromagnetické polia,
snaslednym uplatnenim  povrchovych javov.
Nerovnomerné rozlozenie hustoty pridu na priereze
vsadzky prirodzene spdsobuje aj nerovnomerné
rozlozenie merného vykonu v jej objeme.

V nadvédznosti na prispevok [1], v tomto ¢lanku
prezentujeme teplotné polia v priamo ohrievanej
pevnej vsadzke a matematické modely jej ohrevu
v 8irSom zmysle slova. Ktomu vyuzivame
vSeobecny tvar rovnice vedenia tepla. Teplotné
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charakteristiky = konkrétneho ohrevu valcovej
vsadzky boli ziskané metddou konecnych diferencii.

2. TEPLOTNE POLIA VO VSADZKE
S VNUTOTNYM ZDROJOM A ICH
MATEMATICKE MODELY

Cielom kazdej analyzy teplotného pola je
v podstate  vyjadrit  tepelny stav  prostredia
prostrednictvom teplotnej funkcie 3= H(x,y,z,f).
Charakter prostredia (pevnej vsadzky) urcuje jeho
tepelna vodivost’ a tepelna difuzivita

A .

a, =—"— [m%s] (3)
p-c

v ktorej

M je koeficient tepelnej vodivosti [W.m™. K]
p je objemova hmotnost’ prostredia [kg.m™]
¢ je hmotnostna tepelna kapacita [I.kg™. K]

Ako sme uz naznacili, ak v prostredi pdsobi
vnitorny zdroj, uloham tohto druhu vSeobecne
vyhovuje rovnica vedenia tepla (Fourierova rovnica
s vnutornym zdrojom). Pre 3D kartézsky systém,
s mernym vykonom zdroja g, v prostredi, ma tvar
[2]:

2 1 09 1
V-4 o +/1 q,(x,y,2)=0 4)

Konkretizacia matematického modelu teplotného
pola podla rovnice (4), zavisi od podmienok
jednoznacnosti tlohy, premietnutych do aplikacnych
moznosti priameho odporového ohrevu pevnej
vsadzky. Su to:

* intenzita vymeny tepla na hranici vsadzka —
okolie

** charakter elektromagnetického pol'a vo vsadzke

(typ zdroja elektrickej energie).

Zich reSpektovanim vytvorime zodpovedajuce

matematické modely. Ulohu aplikujeme na ohrev

vsadzky v tvare valca o polomere Ry, diZky [, priCom

[ >>Ry, ¢im pole redukujeme na jednorozmerné.

Ulohu tieZ zjednodusime na linearnu, t.j. elektrické a

tepelno — fyzikalne vlastnosti vsadzky nebudi

zavisiet’ od teploty (7,4, ¢ = konst.)

Pociatocna podmienka tilohy nech je: v ¢ase t = 0 je

()= 3(0)= 39, ¢o je teplota okolia.

2.1. Ohrev dokonale izolovanej vsadzky
s jednosmernym zdrojom energie

Vsadzka vo vyzname termodynamickej sustavy
je dokonale izolovana, vymena tepla na hranici
povrch — okolie sa neuskutocnuje (sucinitel’ prestupu
tepla o, = 0). Generované teplo vniitornym zdrojom
sa celé spotrebuje na zvysSenie entalpie vsadzky.
Ohrev je bezstratovy (hustota tepelného toku do
okolia ¢,; = 0). V praxi sa hodnoti ako izotermicky
ohrev, napr. ohrev v Achesonovych peciach.

Pri jednosmernom zdroji hustota prudu na
priereze vsadzky sa nemeni (J(r) = J = konst.),
merny elektricky vykon je vcelom objeme
rovnomerne rozlozeny, t.j. g.(r,o, z) = q. = konst.

S ohladom na uvedenu charakteristiku, teplotna
funkcia 9=9 (r,p,z,f) sa redukuje na jednoduchsiu
9=9 (f), t.j. v rovnici vedenia tepla (4) bude V> 9=0.
Aktudlna rovnica izotermického ohrevu bude

o9(t) a, 1
IR 5
= 4= (5)

Je matematickym modelom teplotného pola
v dokonale  izolovanej  vsadzke, ohrievanej
jednosmernym zdrojom energie. Pri skor zvolenej
pociatoénej podmienke, ziskame rieSenim (5)
teplotnt charakteristiku ohrevu v tvare

()= 9y +-Les (6)
p-c

Je to rovnica priamky, ktorej smernica ma
fyzikdlny vyznam rychlosti ohrevu. Rovnaky
vysledok ako (6) sa da ziskat’ z energetickej bilancie
izotermického ohrevu valcovej vsadzky [3,4].

S ohladom na vyhody vyjadrovania rovnic
matematickej  fyziky  pre  teplotné  polia
v kriteridlnom (bezrozmerovom) tvare, v rovnici (5)
nahrad'me absolutny c¢as ¢ [s] pomernym, t.;j.
Fourierovym kritériom

agt
Fo=—’;
RV

kde Ryje polomer valcovej vsadzky.

[-] ()

Ziskame tak matematicky model teplotného pol'a
s univerzalnou platnostou pre vsetky ostatné polia,
fyzikalne podobné aktudlnemu, t..

6®(F0) _1 ®)
oFo

kde ©O(Fo) je pomerna (bezrozmerova) teplota.
Riesenim (8) je =znova univerzalna teplotna
charakteristika fyzikalne podobnych izotermickych
ohrevov.

It)-9

O(Fo)= 0. 1=F 9
(Fo) - 0 ©)

Vyjadruje pole pomernych teplotnych rozdielov,
Ciselne rovné velkosti Fourierovho kritéria.

2.2. Ohrev nedokonale izolovanej vsadzky
s jednosmernym zdrojom energie

Vsadzka nie je izolovana, Cast generovaného
tepla sa spotrebuje na pokrytie tepelnych strat z jej
povrchu do okolia (e, > 0; ¢q,; > 0). Intenzita
vymeny tepla na hranici sokolim zavisi od
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hrani¢nych podmienok, menovite od Fourierovej, t.j.
v bezrozmerovom vyjadreni od Biotovho kritéria

ac--R,
A

Bi=

[-] (10)

Ohrev vsadzky je neizotermicky, uplatiuje sa pri
beznych technologiach elektrokontaktného ohrevu
[4]. Elektrické parametre predmetného ohrevu st
rovnaké ako v odseku 2.1 (J = konst., g, = konst.)

Ochladzovanie povrchu vsadzky spdsobuje
nerovnomerné rozlozenie teploty na priereze
valcovej vsadzky, teplota je funkciou polomeru
9=H(r) # konst., preto aj v rovnici (4) je V> 9#0.
Stupent nerovnomernosti ohrevu zavisi od velkosti
Biotovho ¢isla.

Pre tento typ ohrevu vyhovuje rovnica vedenia
tepla (4) vplnom rozsahu, ktori sohladom na
valcovi vsadzku a jednorozmerné teplotné pole
vyjadrime v tvare

2
89(}’,1):619 0 3(;’,t)+l.63(r,t)+q_e} an
ot or r o or A

Ak vrovnici (11) znova uplatnime Fourierovo
kritérium (7) a zaroven zavedieme pomerny polomer
& =1/ Ry ziskame jej kriterialny tvar [1]

o0(&,Fo) _ 8*©(¢,Fo) s 00(&, Fo)
oFo 0’ E o

+1 (12)

v ktorom ® je znova pomerna teplota definovana
ako komplex podobnosti

@(g,Fo)z‘g(L)_;g"-z (13)
q. Lty

Pomernd teplota sa da definovat aj simplexom
podobnosti, napr.

9(r,t)- 9,

(¢, Fo)=——

(14)

vktorom A% = 9, - 9 je referencny teplotny
rozdiel na polomere vsadzky Rj. Potom kriteridlna
rovnica vedenia tepla (12) ma tiez tvar

00" (&, Fo) _ 826*(§,Fo)+l.6®*(§,Fo)+

Po
oFo 0&? I o0&
(15)
v ktorej Po je Pomerancevove kritérium [5]
.R2
Po=2e 2 (16)
A-AY,

Rovnice (11) resp. (12) a (15) predstavuji
matematické modely neizotermického ohrevu
valcovej vsadzky bud v absolitnom alebo
bezrozmerovom vyjadreni.

2.3. Ohrev valcovej vsadzKy so striedavym
zdrojom energie

V elektrokontaktnych technologiach je to
najcastej$i ohrev. Vsadzka je pretekana striedavym
pradom, radovo kA, vyvolavajicim = silné
elektromagnetické pole. Vo vsadzke sa prejavi
intenzivhym skinefektom, teda nerovnomerne
rozlozenou  hustotou pradu na  polomere
J = J(r)#konst. V sulade s rovnicou (2) aj merny
vykon elektrického zdroja je funkciou polomeru.
Tato skutoCnost’ je treba vrovnici (4) resp. (11)
akceptovat’.

Vyhladaniu predmetnej funkcie J = J(r)
vyhovuje Helmholtzova rovnica [4],

V23 +k*3 =0 (17)

v ktorej konsStanta Sirenia elektromagnetickej viny
vo vodivom prostredi £, s hlbkou vniku a, je

o
k== jom == nakolko a=|—>—  (18)
a oy

Riesenie rovnice (17) pre valcovy tvar vsadzky
vedie k urceniu fazora hustoty prudu na stradnici »

J —J O(kr)_ . JO(xV_j) (19)
r YR — VYR

JO(kR) Jo(x[g'\j_])
kde Jz  je fazor hustoty prudu na polomere

vsadzky R
Jo(k,) resp. Jo(x+/— j) je Besselova funkcia

komplexného argumentu [4,6]

k, = l_j'rzwl—j-xakxzﬁr[xR :ﬁRVJ
a a

(20)

Pri znamej hustote pridu na povrchu vsadzky Jg,
¢im je definovand hrani¢nd podmienka ulohy, je
rozlozenie merného vykonu zdroja ¢.(7) jednoznacne
urcené, t.j.

J(f(x\/:)
Jg(xk\/__j)

Obe funkcie, vyjadrené rieSeniami (19) a (21), sa v
smere polomeru vsadzky parabolicky rastice, so
strmost’ou zodpovedajicou hibke vniku
elektromagnetickej viny (18). Znalost’ hodnoty g.(7)
na l'ubovol'nom polomere r umoznuje riesit’ rovnicu
(11), teda vypocitat’ teplotu vsadzky v danom mieste
a Case, Co mnapokon znamena urCit teplotna
charakteristiku aktualneho ohrevu.

Pretoze rovnaké konsStatovanie plati aj pre
kriteridlne rovnice (12) a (15), su tiezZ matematickym
modelom teplotného pol'a vsadzky, ohrievanej
striedavym zdrojom energie.

1 1
qe(r)=_|‘]12|2=_|‘]1e|2' (21)
Ve e
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Uvedenym trom moznostiam ohrevu valcovej
vsadzky zodpovedaji tri rozne priebehy rozlozenia
teploty na jej polomere nazorne zobrazené na obr. 1

&

t; ‘
t \J_t?/

t -

t \_Ltz/

T

a=0 a0 a0
qe=k qe=k qek

Obr. 1 Principialne rozloZenie teploty na polomere
valcovej vsadzky pri réznych podmienkach ohrevu
Fig. 1 Principial distribution of temperature in
cylinder charge radius by different heating
conditions

3. RIESENIE ROVNICE VEDENIA TEPLA
NUMERICKYMI METODAMI

V spominanom ¢lanku [1] sme prezentovali
rieSenie teplotného pol'a priamo ohrievanej vsadzky
analytickou metédou separacie premennych. Na
tomto mieste uvedieme princip numerickych metdd,
blizsie popiSeme Casto pouzivani metédu kone¢nych
diferencii (metodu sieti)

Spolo¢nou vlastnostou numerickych metod je
diskretizacia  spojitych  premennych, ¢o pri
modelovani teplotnych poli znamena transformovat’
diferencialnu  rovnicu na diferenénti, vratane
okrajovej podmienky. Riesenie sa ziskava vypoctom
teploty v kone¢nom pocte diskrétnych bodov (uzlov)
zvolenej diferencnej siete (metdoda konecnych
diferencii), alebo siete kone¢nych prvkov, bud
v celej oblasti (metoda konecnych prvkov), alebo len
v povrchovej oblasti vySetrovaného prostredia
(metdda okrajovych prvkov).

Metoda konecnych diferencii je zalozena na
aproximacii diferencialnej rovnice (v aktudlnom
pripade parabolickej rovnice s vnutornym zdrojom)
so zadanou okrajovou podmienkou k rovnici
diferencnej, vyjadrenej ststavou algebraickych
rovnic. Nahrada derivacii v povodnej rovnici sa robi
v diskrétnych bodoch, vytvorenych uzlami siete,
ktorou sa prekryva vySetrovand oblast Q.
Koneénym vysledkom rieSenia sustavy
algebraickych rovnic je teplota vo zvolenych uzloch
siete.

Ak napr. valcovl vsadzku (obr. 2) rozdelime na
polomere Ry sietou na Gseky Ar s poctom vrstiev m,
bude teplota v i- tom uzle (i = 0,1,2.....m-1) aj- tom
case (j = 1,2....n) funkciou tychto stradnicovych
a ¢asovych diferencii. Napr. v mieste » = i. Ar a Case
t=j. Atteplotaje §,;,= 3 (i. Ar;j. At).

Obr. 2 Rovnomerna valcova siet’ v smere polomeru
vsadzky
Fig. 2 Uniform cylindrical network along charge
radius

Formalnym prepisom diferencidlnej rovnice

(11), s pouzitim rovnice (3) ziskame zodpovedajucu
diferencnu

2
A_Sza{mgg.A_s}L 22
Ar

At r Ar) p-c

pre ktoru stradnicové a ¢asové kroky su definované
pomermi Ar = Ry/m a At = ty/n, v ostatnom ¢,, je
kone¢na doba ohrevu valca. Vyuzitim Taylorovho
radu rovnicu (22) vyjadrime v tvare

+1,j_‘9il,j :
Ar? r 2A8

G =% G =29 ,+9.; 196
A T

+L (23)
pc

z ktorej da sa vypocitat neznama teplota v i-tom
uzle a ¢ase j+1:

At 1 1
Lgi’j+1 =L9i’j(1—2a9 FJ_FLQHIJ[F_‘_ 2ri A’,J
1 1
g A+ | —- cay At A
“\Ar® 2rAr p-c
(24)

Teplota v i-tom uzle (i €{(l;m—1)) acase (j+1) At
teda je jednoznacne urcena teplotami susednych
uzlov 91, ;5 34 ; v predchaddzajiicom Case j. At.

Ak pre predmetny ohrev zvolime realnu HP 3.
druhu (Fourierovu), jej transformaciou na diferenc¢ny
tvar ziskame algebraicku rovnicu

A8, +a,Ar-9,

m-1,j
25
A+a Ar )

N

m,j

v ktorej &,; = 9 je nezndma povrchova teplota
valca.

Doélezitou vlastnostou sietového rieSenia
nestacionarnych teplotnych poli je numericka
stabilita. Pre stanovenie stability rieSenia okrajovych
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uloh sa pouzivaji znova rézne metddy [7].
V tlohach rieSenia jednorozmernych teplotnych
poli, Co je pripad ohrevu valcovej vsadzky,
podmienkou konvergencie a stability rieSenia je
jednoduchy vzt'ah [8]

(26)

Vztah (26) je priblizny, nakolko nereSpektuje
zmenu materialovych konstant s teplotou (p ,4 ,¢)
[2]. Uvedeny postup aplikujeme na konkrétnu
valcovi vsadzku so zjednoduSenim linearizacie
ulohy.

4. NIEKOIKO PRIKLADOV ANALYZY
TEPLOTNEHO POI’A ELEKTROKON-
TAKTNE OHRIEVANEJ VALCOVEJ
VSADZKY

Zakladné vstupné parametre vsadzky:
- materidl vsadzky: konstrukéna ocel’
- polomer vsadzky Ry = 75.10° m
- dizka vsadzky /=5m
- objemova hmotnost’ p= 7800 kg.m”
- hmotnostna tepelna kapacita ¢ = 716 J.kg"' K
- koeficient tepelnej vodivosti =35,9 W.m'K'
- koeficient prestupu tepla
* pre izotermicky ohrev a =0
* pre neizotermicky ohrev o =45 W.m”K!
- pociatocna teplota vsadzky 4 ,=20°C
- konduktivita vsadzky y=1,35.10° S.m™
- doba ohrevu vsadzky ¢y, = 6000 s

Dolezité vystupné parametre vsadzky pre jedno-

smerny zdroj Uz;=5 V.

- tepelna difuzivita ag= 6,428.10°m%s™

- hmotnost’ vsadzky m = 698,187 kg

- Fourierove kritérium Fo = 6,8565

- Biotove kritérium Bi = 0,094

- odpor vsadzky R,, = 209,587.10° Q

- napétie na vsadzke U,;=4,95V

- prad vsadzkou I, = 23,62.10° A

- merny elektricky vykon zdroja ¢, = 1,313.10°
W.m?

- generovany vykon vo vsadzke
P,=11691.100W

- straty v privodoch AP =1,18.10° W

Dopliiujuce parametre pre striedavy zdroj Uz =5V

- relativna permeabilita vsadzky u, = 1

- frekvencia zdroja f'= 50 Hz

- napétie na vsadzke U,;=4,95V

- hibka vniku vlnenia a = 0,0613m

- odpor vsadzky R,, =219,045.10° Q

- indukénost vsadzky L,,=24,4.10° H

- prud pretekany povrchom vsadzky
1,,=21,3262.10° A

- merny vykon na povrchu vsadzky
ger = 1,127499.10° W.m?

Sériou nasledujucich obrazkov prezentujeme
niektoré vybrané vysledky rieSenia, pouzitim

vypoctového programu OHREV NUM,
vypracovaného na pracovisku autorov.

Na obrazkoch 3 az 8 si znazornené zakladné
charakteristiky ohrevu predmetnej valcovej vsadzky,
ohrievanej jednosmernym pradom (obr. 3 az 5)
a striedavym pradom (obr. 6 az 8). V oboch
alternativach zdroja tiez vyjadruju rozdiely medzi
izotermickym  ohrevom (a¢=0) aohrevom
s tepelnymi stratami (« # 0). Charakter zdroja je
definovany mernym vykonom t.j. pri jednosmernom
q. = konst. na celom polomere valca, pri striedavom
je funkciou polomeru. (g, = g.(r))

1500

f P
3 7

g alfa=0 e

B 1o " as=punch vsazky

500

alfa=45

0 L L L L L
[1} 1000 2000 3000 4000 5000 6000

casls] T
Obr. 3 Oteplovacie charakteristiky valcovej
vsadzky pre a=0; a=45 W.m>.K" a g, = konit.
Fig. 3 Heating characteristics of cylindrical charge
for a=0; a=45 W.m?2K"'a q.= const.
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Obr. 4 Izotermicky ohrev vsadzky
(a=0; g, = konst.)
Fig. 4 Isothermal heating of charge for
(a=0; g, = const.)
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Obr. 5 Ohrev vsadzky s tepelnymi stratami
(=45 W.m2K"; g.=konst.)
Fig. 5 Heating of charge with thermal loses
(=45 W.m2K"; g.= const.)
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6 Analyza priameho odporového ohrevu pevnej vsadzky pri roznych podmienkach jednoznac¢nosti
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Obr. 6 Oteplovacie charakteristiky valcovej
vsadzky pre a=0; a=45 Wm> K" ag.= q.(r)
Fig. 6 Heating characteristics of cylindrical charge
for a=0; =45 W.m>K" ag.=q.(r)
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Obr. 7 Neizotermicky ohrev vsadzky

(@=0; ge=qer)
Fig. 7 Non-isothermal heating of charge for

(a=0; g.=q.(r)
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Obr. 8 Ohrev vsadzky s tepelnymi stratami
(a=45 W.m™K"; ¢.=q(r)

Fig. 8 Heating of charge with thermal loses
(=45 W.m™K"; ¢.= (1))

5. ZAVER

Prezentované vysledky priameho odporového
ohrevu konkrétnej vsadzky potvrdzuji teoretické
uvahy azavery obsiahnut¢é v druhej kapitole
prispevku. Poukazuji na rozdiely v jednotlivych
sposoboch ohrevu, vyjadrené réznymi podmienkami
jednoznacnosti, t.j. intenzitou vymeny tepla na

hranici vsadzka — okolie a charakterom napéajacieho
zdroja.

Vysledky koresponduji s podobnymi,
citovanymi v prispevku [1], ¢o tiez poukazuje na
vhodnost’ pouzitych metdd, menovite analytickl
metddu separacie premennych a rovnako numerick(
metddu konec¢nych diferencii.
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